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В работе разработан метод определения проектных параметров системы «упругий 
летательный аппарат – пусковое устройство» при подводном старте, учитывающий уп-
ругость корпуса летательного аппарата. В процессе движения летательного аппарата в 
пусковом устройстве происходит его нестационарное взаимодействие с водой и упру-
гими элементами системы амортизации пускового устройства. Учет упругих колебаний 
корпуса летательного аппарата в воде представляет собой сложную междисциплинар-
ную задачу вследствие физической разнородности системы «упругий летательный ап-
парат – вода» и отсутствия унифицированного математического аппарата для ком-
плексного описания ее поведения. На основе применения метода потенциала простого 
слоя и представления корпуса летательного аппарата в виде свободной балки получены 
зависимости для определения коэффициентов гидродинамических сил, действующих 
на упругий летательный аппарат. Для описания динамики летательного аппарата при 
движении в пусковом устройстве представлена система дифференциальных уравнений. 
Результаты решения системы дифференциальных уравнений используются для опреде-
ления распределения внутренних силовых факторов по оси летательного аппарата и 
динамических сил, действующих на пусковое устройство, а также для определения 
кратчайших расстояний между летательным аппаратом и пусковым устройством при 
старте. Демонстрируются сравнительные результаты расчета обжатия элемента амор-
тизации пускового устройства с учетом и без учета упругости корпуса летательного 
аппарата. Разработанный метод позволяет более точно определять нагрузки, дейст-
вующие на летательный аппарат, и перемещения относительно пускового устройства, 
что необходимо при разработке новых конструкций летательных аппаратов и пусковых 
устройств, обладающих минимальной массой и габаритами. 
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Проектирование системы «летательный аппарат – пусковое устройство» связано с решением 
следующих задач [1]: 
– определение возмущений, действующих на летательный аппарат (ЛА) при выходе из пус-
кового устройства (ПУ); 
– определение нагрузок, действующих на ЛА при старте; 
– определение динамических сил, возникающих в элементах конструкции ПУ; 
– определение кратчайших расстояний между ЛА и ПУ. 
При этом одной из ключевых задач является определение внешних возмущений, действую-
щих на упругий летательный аппарат при подводном старте. Решение этой задачи связано с не-
обходимостью совместного определения упругих деформаций корпуса ЛА и гидродинамических 
сил, действующих на него. В настоящее время отсутствует унифицированный математический 
аппарат для решения связанной задачи гидроупругости, в связи с чем в современной литературе 
предлагаются различные подходы к решению этой проблемы. 
В работах [2, 3] демонстрируется исследование динамики упругого элемента, выдвигаемого в 
плоскопараллельный поток. Упругий элемент моделируется методом конечных элементов,  
а гидродинамическая нагрузка на его поверхности рассчитывается методом дискретных вихрей 
[4, 5]. Метод предоставляет возможность прямого численного моделирования переходных режи-
мов с учетом вихреобразования на поверхности упругого элемента и интерференции основания с 
выдвигаемым телом. Отличительной особенностью этого подхода является отказ от априорного 
задания точек отрыва вихрей при обтекании профиля упругого элемента. Для определения точек 
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отрыва используется принцип Чорина: если невозможно заранее указать точки схода дискретных 
вихрей, то необходимо предположить, что такой вихрь может сойти в поток в каждой точке глад-
кой обтекаемой поверхности. Описанный метод обладает существенной вычислительной эффек-
тивностью по сравнению с сеточными методами расчета обтекания профиля. 
Различные методы расчета упругих колебаний конструкций в воде используются в судо-
строении и при проектировании морских технических сооружений. В двумерном расчетном слу-
чае корпус корабля представляется свободной балкой [6, 7], в трехмерном корпус аппроксимиру-
ется конечными элементами с учетом внешних и внутренних особенностей конструкции [7–9]. 
Для вычисления гидродинамической нагрузки применяются метод плоских сечений [10] и метод 
дискретных вихрей [11–13]. Эти замечания представляют интерес, так как летательный аппарат в 
низкочастотных областях нагружения ведет себя так же, как балка переменной массы и жестко-
сти [14, 15], что позволяет использовать накопленный опыт анализа гидроупругих конструкций 
судостроения [10] при учете упругих колебаний корпуса ЛА в воде. 
В данной работе при решении задачи упругих колебаний ЛА в жидкости используется ба-
лочное представление стартующего ЛА и метод потенциала простого слоя для определения гид-
родинамической нагрузки, действующей на него [16]. Как показано в [17] коэффициент нормаль-
ной силы, соответствующий дополнительному углу атаки, обусловленному упругими колеба-
ниями корпуса, может составлять до ~ 30 % от аналогичного значения, определенного для ЛА как 
твердого тела. Инерционные члены, учитываемые при расчете упругих колебаний, могут увели-
чиваться на ~ 100 % за счет присоединенных масс воды, кроме того существует взаимное влия-
ние движения ЛА как твердого тела на упругие колебания так и наоборот. Для корректного учета 
этих особенностей при решении проектных задач старта ЛА, необходим совместный расчет гид-
родинамики, динамики и упругих колебаний его корпуса. 
 
1. Расчетная схема и принятые допущения 
В основе предлагаемого метода лежат следующие допущения: 
– корпус ЛА представляется в виде свободной балки;  
– смещения при колебаниях корпуса ЛА малы; 
– формы свободных колебаний идентичны при колебаниях в вакууме и жидкости; 
– жидкость, окружающая ЛА идеальная, 
несжимаемая, течение ее потенциально. 
Учитывая сделанные предположения при 
определении проектных параметров системы 
«упругий летательный аппарат – пусковое уст-
ройство» используется представление упругих 
перемещений аппарата по отношению к пере-
мещениям ЛА как твердого тела. Тогда попе-
речные упругие колебания корпуса ЛА пред-
ставим в виде [14, 18]: 






t x P t f x
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   ,         (1) 
где  ,t x  – суммарный прогиб корпуса упруго-
го аппарата в сечении с координатой x ;  iP t  – 
перемещение точки приведения (обобщенная 
координата);  if x  – нормальная функция; 
описывающая i-ю форму собственных колеба-
ний; t  – время; N  – количество собственных 
форм колебаний, учитываемых в расчете. 
На рис. 1 используются обозначения: 1 – 
ЛА как упругое тело; 2 – ЛА как твердое тело; 
3 – платформа; 4 – упругая опора (элемент 
амортизации); 5 – пусковое устройство;   – 
Рис. 1. Схема движения летательного аппарата  
в пусковом устройстве 
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угол тангажа; OXY  – связанная с летательным аппаратом система координат; 0 0 0O X Y  – стартовая 
(неподвижная) система координат; П П ПО Х Y  – система координат, связанная с пусковым устрой-
ством; kX  – координата центра вращения пускового устройства; ПУ  – угол отклонения пуско-
вого устройства от вертикали; m  – обжатие m -го элемента амортизатора; mX  – координата 
элемента амортизации; К  – кратчайшее расстояние между ЛА и ПУ. 
 
2. Расчетные зависимости 
Систему уравнений, описывающую динамику ЛА и его колебания, удобно записать в мат-
ричном виде: 
A p Z ,                        (2) 
где A  – матрица инерции; p  – вектор-столбец динамических реакций; Z  – вектор-столбец 
внешних воздействий. 
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 .              (3) 
Здесь 11 11r M  , 22 22r M  , 32 23 26r r   , 33 66zr J    – члены, характеризующие инерци-
онные характеристики аппарата как жесткого тела; 
           22
0 0
L l
ij ij i j i j i jd m x f x f x dx k k x f x f x dx      – члены, характеризующие инерционные 
характеристики упругого аппарата при колебаниях; 
   2 22
0
l
i i ird x k f x dx  ,    3 26
0
l
i i ird x k f x dx  – члены, характеризующие взаимное влияние 
движения ЛА как твердого тела и его упругих колебаний; 
x , y  – проекции линейного ускорения центра масс аппарата; 
z  – проекция углового ускорения аппарата; 
iP  – ускорение точки приведения по i-й форме колебания. 
Элементы вектор-столбца Z  определяются выражениями: 
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где myR , 
R
zmM  – проекции силы и соответствующего момента, относительно центра масс ЛА, m-го 
элемента амортизации, находящегося в контакте с ЛА; n  – количество элементов амортизации, 
находящихся в контакте с ЛА; A  – сила Архимеда; g  – ускорение свободного падения; 
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11 cosa   , 12 sina     – направляющие косинусы; AV  – модуль линейной скорости центра масс 
ЛА; MS  – характерная площадь ЛА; 
2 2
A x yV      – полная скорость ЛА;  arcsin y AV    – 
угол атаки ЛА; i i AP V    – дополнительный угол атаки, обусловленный упругими колебаниями; 
iV   – обобщенная сила i-й формы колебаний; iC  – коэффициент приведённой жёсткости; l  – 
длина ЛА, на которую действует набегающий поток воды. 
Коэффициенты позиционных и вращательных гидродинамических сил определяются зави-
симостями [16]: 
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 .                 (14) 
В выражениях (8)–(14) приняты обозначения: i iP P L ; ik  – редукционный коэффициент, 
учитывающий растекание жидкости по поверхности ЛА при упругих колебаниях; 0 1,K K  – Бессе-
левы функции нулевого и первого порядков второго рода; R  – радиус цилиндра; L  – длина ци-
линдра; i – число узлов формы колебаний; i  – единичные потенциалы движения жидкости при 
простом движении [19]; 1u  , 2u  , 6u   – безразмерные коэффициенты относительных скоростей на 
поверхности ЛА [19]. 
Для определения траектории ЛА дополнительно к системе уравнений (3) необходимо доба-
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 ,                    (15) 
где 0X , 0Y  – проекции линейной скорости центра масс ЛА в стартовой системе координат; 
21 sina   , 22 cosa    – направляющие косинусы. Координаты центра масс ЛА в стартовой сис-
теме координат получаются путем интегрирования выражений (15) по времени. 
Результаты решения содержат динамические реакции системы, положение ЛА в стартовой 
системе координат и позволяют сформулировать зависимости для определения проектных пара-
метров системы «упругий ЛА – ПУ».  
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Одним из основных вопросов, связанных с проектированием летательных аппаратов, являет-
ся определение необходимой несущей способности конструкции исходя из распределения по 
длине внутренних сил и моментов. Для их вычисления вводится локальная система координат, 
например, от носка до рассматриваемого сечения ЛА lS  рис. 2. Для этой системы применяется 
принцип Даламбера: при движении в каждый момент времени внешняя сила, внутренняя сила и 
сила инерции в рассматриваемом сечении ЛА lS , а также моменты этих сил относительно какого-
либо центра взаимно уравновешиваются. Использование этого принципа позволяет строить рас-
пределения внутренних сил и моментов, действующих в конструкции ЛА по длине. Векторные 
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lF  – соответственно главный вектор внешних сил, главный вектор внутренних 




lM  – соответственно главные моменты внешних 
и внутренних сил, а также главный вектор сил инерции. Проектируя эти равенства на оси связан-
ной с ЛА системы координат, получим выражения для определения внутренних сил и моментов. 
Проекции внутренних сил и моментов на связанные с ЛА оси координат имеют вид: 
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Рис. 2. Схема внутренних силовых факторов 
 
В выражениях (17) и (18) гидродинамические коэффициенты инерционных, позиционных, 
вращательных и массовых сил вычисляются для величины замытой водой части ЛА l , а масса 
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Решение задачи по определению динамических сил, возникающих в элементах амортизации, 
связано с определением перемещений ЛА относительно ПУ в местах их установки. Для этого 
рассматривается разность векторов, представляющих перемещение ЛА и ПУ, в стартовой систе-
ме координат [15, 20]. В случае расположения элементов амортизации на ПУ проекция обжатия 
элемента амортизации на ось 0 0O Y  определяется зависимостью: 




m m k ПУ k T ПУ m T i m T
i
Vt X X Y X x X x l P f X x l

               ,    (19) 
где V  – скорость движения пускового устройства относительно воды; t  – время; mX  – координата 
элемента амортизации; kX  – координата центра вращения пускового устройства, отсчитываемая от 
носка ЛА до начала движения; Y  – проекция перемещения центра масс летательного аппарата  
в стартовой системе координат; ПУ , 
0
ПУ  – угол отклонения пускового устройства от вертикали  





P f X x l

   – составляющая упругого прогиба 
ЛА в сечении, контактирующим с элементом амортизации. Полученное перемещение используется 
для вычисления реакций элементов амортизации с учетом их жесткостных характеристик.  
Для оценки кратчайших расстояний, между ЛА и ПУ, используется алгоритм, аналогичный 
определению перемещений аппарата относительно ПУ в местах установки элементов амортиза-
ции, только вместо координаты элемента амортизации mX  задается координата сечения ПУ, для 
которого требуется подтвердить условия несоударения (отсутствие физического контакта между 
ЛА и ПУ при старте). Кратчайшее расстояние между цилиндрическим срезом ПУ и ЛА опреде-
ляется выражением: 






x l P f x l

   .        (20) 
3. Расчеты на ЭВМ 
На рис. 3 демонстрируется изменение по времени величины обжатия элемента амортизации в 
процессе выхода ЛА из ПУ определенной с учетом моделей упругого ЛА и ЛА, представленного 
твердым телом. В случае использования модели упругого ЛА максимальное обжатие элемента 
амортизации на ~ 18 % больше по сравнению моделью, использующей представление ЛА как 
твердое тело.  
Рис. 3. Обжатие элемента амортизации 
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Выводы 
Разработан метод определения проектных параметров системы «упругий летательный аппа-
рат – пусковое устройство» при подводном старте. Представлены зависимости для определения 
гидродинамических нагрузок, внутренних силовых факторов, обжатия элементов амортизации, 
кратчайших расстояний между ЛА и ПУ с учетом упругости корпуса летательного аппарата. По-
казано, что учет упругих колебаний корпуса ЛА при подводном старте может приводить к увели-
чению максимального обжатия пояса амортизации на ~ 18 % по сравнению с расчетным случаем, 
в котором ЛА представлен как твердое тело. Это обстоятельство показывает необходимость уче-
та упругих колебаний корпуса ЛА при подводном старте для корректного определения прочно-
стных и габаритных характеристик ЛА, выбора параметров ПУ в части обеспечения безударного 
выхода и определения жесткостных характеристик элементов амортизации. 
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In this paper we developed a method for determining the design parameters of the sys-
tem “aircraft – launcher”, taking into account the elasticity of the airframe. During the 
movement of the aircraft in the launcher, the aircraft interacts with water and elastic elements 
of the launcher’s amortization system. Accounting of the airframe’s elastic vibrations in water 
is a complex, interdisciplinary task, due to the physical diversity of the system “elastic  
aircraft – water” and the lack of the unified mathematical apparatus which describe the com-
plexity of its behavior. Using the method of the simple layer potential and submitting the  
airframe in the form of a free beam, we have got the dependences for determining the coeffi-
cients of hydrodynamic forces acting on the elastic aircraft. To describe the dynamics of the 
aircraft motion in the launcher, we’ve got the system of differential equations. The results of 
the system of differential equations solutions are used to determine the distribution of internal 
force factors on aircraft axis and the dynamic forces influencing the launcher, and as well as 
determine the shortest distance between the aircraft and the launcher at startup. The paper 
presents the comparative results of the calculation of compression element launcher’s amortiza-
tion with and without the elastic airframe. The presented method allows to more accurately de-
termine the load, acting on the aircraft, and movement relative to the launcher, which is neces-
sary for the development of new designs of aircraft and launchers with minimal weight and size. 
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